
Agrégation - Leçons

Séries de fourier des applications
continues.

ÉNONCÉ :
C2π désigne l’ensemble des applications de R dans C, continues et
2π-périodiques. (C2π, ||.||∞) est un espace de banach.
ck(f) désigne le coefficient de fourier d’indice k de f . Sn(f)
désigne la somme partielle symétrique d’indice n de la série de
fourier de f :

Sn(f) :=
n∑

k=−n
ck(f) exp(ik.)

1. Pour tout élément x0 ∈ R, il existe un Gδ dense D de
(C2π, ||.||∞), tel que pour tout élément f ∈ D, on a :

sup
n∈N
|Sn(f)(x0)| = +∞

2. Il existe un Gδ dense ∆ de (C2π, ||.||∞), tel que pour tout
élément f ∈ ∆, l’ensemble :

{x ∈ R | sup
n∈N
|Sn(f)(x)| = +∞}

soit un Gδ dense de (R, |.|).

DÉVELOPPEMENT :

1. Pour tout élément f ∈ C2π, pour tout n ∈ N et tout élément

x ∈ R, on a :

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

1
2π

∫ π
−π
f(t) exp(−ikt)dt exp(ikx)

=
∫ π
−π
f(t)Dn(x− t)dt

=
∫ π
−π
Dn(t)f(x− t)dt

= Sn(f(x− .))(0)

où le noyau de Dirichlet d’indice n est défini par :

Dn = 1
2π

n∑
k=−n

exp(ik.) = 1
2π

sin
((
n+ 1

2
)
.
)

sin
(
.
2
)

Or l’application :
C2π −→ C2π
f 7−→ f(x− .)

étant un homéomorphisme, elle transforme un Gδ en un Gδ.
Ainsi, il suffit de prouver le résultat pour x0 = 0.
On considère la famille de formes linéaires (Tn)n∈N∗ définie par :

Tn : C2π −→ C
f 7−→ Sn(f)(0)

Soit n ∈ N∗. Pour tout f ∈ C2π, par parité de Dn, on a :

|Tn(f)| =
∣∣∣∣∫ π−πDn(−t)f(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ 2π

0
|Dn(t)||f(t)|dt

≤ ||Dn||L1||f ||∞
Donc (Tn)n∈N∗ est une famille d’applications linéaires continues
sur (C2π, ||.||∞) et, pour tout n ∈ N∗, on a ||Tn||Lc

≤ ||Dn||L1.
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Voyons qu’il s’agit d’une égalité. Pour ε ∈ R∗+, on pose fε =
Dn

|Dn|+ε ∈ B(0, 1).
Alors on a :

Tn(fε) =
∫ 2π

0

Dn(t)2

|Dn(t)|+ ε
dt ≥

∫ 2π

0

Dn(t)2 − ε2

|Dn(t)|+ ε
dt

=
∫ 2π

0
(|Dn(t)| − ε)dt

=
∫ 2π

0
|Dn(t)| − 2πε

ε ∈ R∗+ étant arbitraire, on a finalement ||Tn||Lc
≥ ||Dn||L1. Par

le théorème de banach-steinhaus, on a deux possibilités :
— La famille (Tn)n∈N∗ est bornée.
— Il existe un Gδ dense D du banach (C2π, ||.||∞) tel que pour

tout f ∈ D :
sup
n∈N
|Sn(f)(x0)| = +∞

Or, (Tn)n∈N∗ n’est par bornée car :

||Tn||Lc
= ||Dn||L1 = 1

π

∫ π
0

∣∣∣sin ((n+ 1
2
)
t
)∣∣∣∣∣∣sin ( t2)∣∣∣ dt

≥ 1
π

∫ π
0

∣∣∣sin ((n+ 1
2
)
t
)∣∣∣∣∣∣ t2 ∣∣∣ dt

= 2
π

∫ (n+ 1
2)π

0

|sin(u)|
u

du

−→
n→+∞

+∞

D’où le résultat du premier point.
2. Soit (xk)k∈N une suite dense de [−π, π[. Par le premier point, on

dispose pour tout k ∈ N d’un Gδ dense Dk de C2π tel que pour

tout f ∈ Dk : supn∈N |Sn(f)(xk)| = +∞.
Posons ∆ = ⋂

k∈NDk. Remarquons que ∆ est un Gδ par le théo-
rème de baire.
De plus, pour tout élément f ∈ ∆ et tout k ∈ N :

sup
n∈N
|Sn(f)(xk)| = +∞

Soit f ∈ ∆. On a les égalités :

{x ∈ R | sup
n∈N
|Sn(f)(x) = +∞}

=
⋂
p∈N
{x ∈ R | sup

n∈N
|Sn(f)(x)| > p}

=
⋂
p∈N

 ⋃
n∈N
{x ∈ R | |Sn(f)(x)| > p}


Mais pour n ∈ N∗ et tout p ∈ N, l’ensemble {x ∈ R |
|Sn(f)(x)| > p} est un ouvert de R par continuité de Sn(f).
Ainsi,

{x ∈ R | sup
n∈N
|Sn(f)(x) = +∞}

est un Gδ dense dans [−π, π[ car il contient {xk | k ∈ N} et
donc dense dans R par 2π-périodicité des Sn(f). Ceci achève la
preuve du second point

Remarques :
• On admet le fait que la fonction sinus cardinal n’est pas le-

besgue intégrable : il faut bien entendu savoir le montrer.
• On montre un résultat bien plus fort que : "il existe un sous-

ensemble dense de C2π tel que ... "
• Les théorèmes de baire et de banach-steinhaus sont à maî-

triser ainsi que leur preuve.
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